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ABSTRACT 

A. Zygmund  originally introduced the notion of sets of anicity U,, and showed 
that they differ from classical U-sets  in that they can have positive measure,  He 
then asked if they could be of full measure.  J. P. Kahame  and Y. Katznelson 
proved recently that there were U, of full measure.  The  object of this paper is 
to show that, in terms of Hausdorff  measure,  one cannot  go beyond that result, 
for a general  sequence e. In the case of a given sequence e, and a given 
Hausdorff  determining function h, it gives a simple test for determining the 
existence of U~ with a complement  of zero Hausdorff  measure.  In this paper  the 
proof of the main known results concerning the measure  of U~ sets is also 
reproduced. 

Soit e = {e,, n => 0}, une suite d6croissante positive, on d6signe par  S une s6rie 

tr igonom6trique de la forme Z_+= = a,e ~"' avec a, = O(el ,0 quand n ~ + oo. On dit 

qu 'un ensemble E du cercle est un U(e )  si l 'hypoth6se que S converge vers 0 

hors de E entraine que S est identiquement nulle. Si l i m e ,  > 0 on retrouve les 

ensembles d'unicit6 usuels, au sens de Cantor. Pour l i m e .  = 0, la notion a 6t6 

introduite par A. Zygmund [2], qui a d6montr6 qu'il existe, quelle que soit la 

suite e choisie, des ensembles ferm6s U(e) de mesure arbi trairement  voisine de 

2rr. J.-P. Kahane et Y. Katznelson ont r6cemment  prouv6 [1] qu'il existe des 

U(e) de mesure pleine. Cet article traite la question de la mesure de Hausdorff  

des compl6mentaires des ensembles U(e). On montre  en effect qu'il n'existe pas 

de fonction d6terminante h pour laquelte, quelle que soit la suite e choisie, il 

existe des U(e) dont le compl6mentaire soit de h mesure nulle si h(x)/x---~oo. 
Ensuite on d6termine des conditions permet tant  de d6cider de l 'existence de 

tels U(e) dans le cas off la suite e est donn6e. 

Les d6monstrations de l 'existence de U(e) de mesure positive, puis pleine, 

6tant utilis6es par la suite nous les rappelons au d6but de cet article, la premiere  
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&ant une version 16g~rement modifi6e de [2], et la seconde 6tant int6gralement 

emprunt6e fi [1]. 

Soit donc e, une suite d6croissante positive convergeant  vers 0. On peut  

supposer,  quitte h majorer  e,, que e, est convexe et que l im(ne~)=  oo. 

Pour toute fonction ~o de classe C | , le produit formel S~0 converge vers 0 au 

point t si et seulement si S converge vers 0 en t ou ~0 converge vers 0 en t 

(Rajchman),  et grfice aux hypotheses faites sur e, S~o(n)= O(en). S est une 

distribution sur le cercle, et plus pr6cis6ment appart ient  au dual du Banach A (e)  

des distributions g telles que E_+:l~(n)ls~ <oo. 

I1 en r6sulte qu 'un ferm6 F sera un ensemble U(s) si et seulement si les 

fonctions de classe C | nulles au voisinage de F approchent  1 dans A (s).  

Soit ~ une fonction C | de la droite r6elle, ~ support  dans l ' intervalle ouvert  

( -  1/2, 1/2), d ' int6gmle 2zr et associons lui pour  tout h positif < 2zr, la fonction 

p6riodique ~ d6finie sur [ - m  7r] par: ~b~(t)= (1/A)~s(t/h). Soit hk une suite 

positive ~ d6terminer ult6rieurement,  posons q~k(t)= 4s~k(kt) et montrons  que 

pour  des Ak ad6quats ~ converge vers 1 dans A(e ) .  Nous avons 

n,~O n,,tO 

Puisque e, d6croit, cette quantit6 tendra vers 0 si ek/Ak--~0 (major6e par des 

sommes de Riemann de t~). Fixons ainsi Ak = X/~ek. Le support  de ~0k est contenu 

dans un ouvert Gk compos6 de k intervalles de longueur Ak/k, et donc de 

mesure Ak. Puisque A~ ~ 0 on pourra ainsi extraire une sous-suite kv telle que 

E;tko < a aussi petit que l 'on veut. II en r6sultera que F = C U vGk~ sera un U(e) 
dont la mesure sera sup6rieure ~ 27r - a, puisque ~k~ sont nulles au voisinage de 

F. Nous concluons donc avec A. Zygmund qu'il existe des ferm6s U(e) de 

mesure arbi trairement  voisine de 27r. 

La d6monstrat ion de l 'existence de U(e) de mesure pleine s'inspire du 

th6or~me de N. Bari selon lequel une r6union d6nombrable  de ferm6s d'unicit6 

est un ensemble d'unicit6. Toutefois,  on ne peut plus utiliser le fair qu 'un 

ensemble d'unicit6 est de mesure nulle. Ce fait est remplac6 par un choix 

convenable de ferm6s U(e) et par l 'existence d 'une mesure /z  ad6quate de A (e)  

telle que les U(e) choisis soient de /z mesure nulle. 

Dans la d6monstration pr6c6dente nous aurions pu choisir ~s _-> 0. A partir  de 

maintenant ,  nous appellerons ferm6 U+(e) un ferm6 tel que les fonctions 

positives de classe C | nulles en son voisinage, approchent  1 dans A (e). Ainsi, il 

existe des U+(e) de mesure arbi trairement  voisine de 27r. D6montrons  d 'abord  

que si A est le compl6mentaire  d 'une r6union d6nombrable  de ferm6s Fm du 
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type U+(e) et si S est la s6rie de Four ie r  d ' une  fonct ion born6e  convergean t  

vers 0 sur A, S est i den t iquemen t  nulle. 

PREUVE. On construi t  par  induction,  6tant  donn6 0 < a < 1, une suite de 

fonct ions [,, _-> 0 de classe C ~ de la faqon suivante;  [,, est nulle au voisinage de 

F,., I l l , -  111.,,., < a/2, [Iflf2"" fm-,[I *llf,,~ - -  Ilia(e) ~" a 2 - "  off [[ I1" est la no rme  

des mul t ip l icateurs  de A (e).  Les produi ts  f ~ . . .  ]',. convergen t  dans A (e)  vers 

une dis tr ibut ion /z telle que ] l / z -  1 ]late)< c~. C o m m e  f , . . .  f,, est positive, et 

nulle dans  un voisinage de F~ U F 2 " . .  U F,,, /,~ est une mesure  posit ive par  

r a p p o r t / t  laquelle t o u s l e s  F,, sont n6gligeables,  ainsi par  cons6quent  que leur 

r6union. Si S converge  vers 0 sur A e t  est la s6rie de Four ier  d ' une  fonct ion 

born6e ,  on obt ient  par  int6grat ion des s o m m e s  de F6jer:  

~ r  donc  [ a , , l _ -<asup  . 
- ~  \ ~1~1 / 

C o m m e  a est a rb i t r a i r emen t  petit ,  ao = 0, de m ~ m e  a .  = 0 pour  tout  n. 

Mon t rons  h l 'a ide du r6sultat  pr6c6dent  que toute  r6union d 6 n o m b r a b l e  de 

ferm6s U+(e) est un U(e). 
D6signons  c o m m e  p r 6 c 6 d e m m e n t  par  F,, ces ferm6s,  et soit S une s6rie 

t r igonom6t r ique  convergean t  vers 0 sur A ;  il faut  m o n t r e r  que S est la s6rie 

nulle. 

Soit N i ' ensemble  des t oO les s o m m e s  part iel les  de S ont  une limite 

sup6rieure  => 1. N est un G~ contenu  dans la r6union des F,,. 

Si N = 0 ,  S est ia s6rie de Four ie r  d ' une  fonct ion born6e  (R iemann)  et le 

r6sultat  pr6c6dent  mon t r e  que S = 0. Si N ~  ~ ,  d ' apr6s  le l e m m e  de Baire,  il 

existe un intervalle I e t  u n m  tels que Q ~ I n N c I n F,,. Soit ~b une fonct ion 

de classe C =, por t6e  par  un intervalle con tenu  darts I e t  disjoint  de F,,. C o m m e  

les s o m m e s  part iel les  de S ont  une limite sup6r ieure  born6e  sur le suppor t  de ~0, 

les s o m m e s  part iel les  de S~o ont  une limite sup6r ieure  born6e  pa r tou t  

(Ra j chman)  doric on est r amen6  pou r  Sq~ au cas N = Q doric Sq~ = 0. 

I I e n  r6sulte que S converge  vers 0 sur I - F,,, et que S~0 converge  vers 0 hors  

de F,. si ~b est une fonct ion de classe C =, nulle hors  de I e t  s t r ic tement  posit ive 

sur L Cornme  Sq~(n) = O ( E . )  et que F,, est U ( e ) ,  St0 = 0 doric S converge  vers 0 

sur I c e  qui d6men t  l 'hypoth6se  faite sur N. 

Puisqu' i l  existe des U+(E) de mesure  a rb i t r a i r emen t  voisine de 27r on peu t  

p rendre  F,, tels que la mesure  de leur  r6union soit 21r et conclure  avecJ . -P .  

K a h a n e  et Y. Katzne lson  qu'i l  existe des U(e) de mesure  pleine.  

Dans  la suite de cet article nous appe l le rons  fonct ion de Hausdor f f  une 

fonct ion h cont inue  croissante  et concave  sur [0, + ~[ telle que h ( 0 ) =  0, et 
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h-mesure d 'un ensemble, la mesure de Hausdorff associ6e h la fonction h. Si 

l im(h(x) /x )<o% la h measure est 6quivalente ~ la mesure de Lebesgue, qui 

vient d'6tre 6tudi6e. Nous supposerons toujours dans la suite que lira (h (x) /x)  = 
0 0  

THEOREME 1. Si h est une fonction de Hausdorff telle que lim (h (x )/x ) = 0% il 

existe une suite e. telle que tousles complgmentaires d'ensembles U(e ) bor~liens 

soient de h mesure infinie. Plus pr~cis~ment, si lira nh (1/n)E, > 0 il n existe pas de 

U(e ) bor~lien dont le complgmentaire soit de h mesure finie. En particulier, si 

e, = n -~ ( 0 < a  < 1 )  il n'existe pas de U(e)  dont le compl~mentaire soit de 

dimension de Hausdrff inf~rieure gt 1 - a. 

PREUVE. Supposons que V e s t  le compl6mentaire d 'un U(e)  de h mesure 

finie. On va construire un recouvrement par des intervalles ouverts Ik de V 

ayant les propri6t6s suivantes: 

a) ~ h(llkl) <~176 
1 

b) l/ l<2  
1 

c) les Ik sont deux ~ deux disjoints 

d) [Ik [ d6cro~t. 

En effet, par hypoth6se on a un recouvrement qui v6rifie (a) avec I h I< 
arbitrairement petit et E7 h([ I~ l)< A; puisque h (x)/x--.', ~ on peut prendre a 

suftisamment petit pour avoir (b). Des hypotheses faites sur h, il r6sulte que h est 

sous-additive. On a donc (c) en rempla~ant l 'ensemble des Ik constituant une 

composante connexe par leur r6union, et (d) s 'obtient en ordonnant  les h ainsi 

obtenus. 

Soit S la fonction caract6ristique du compl6mentaire de la r6union des h ; on 

veut construire une suite e, ind6pendante du choix des Ik et telle que 

S(n)  = O(eD,i). A l 'exception du premier terme 

. ~ . n i a  k [ S(n)[  = [ (1 - ' ~ ) (n ) [  = n k~__( e - e~"~) [ 

off h = (ak,/3k), car les intervalles sont disjoints. 

Donc pour n ~  0, on a 

I J!_x" .-,,,.,_ 
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Puisque I lkl d6cro~t h (I Ik I) d6cro~t et la s6rie associ6e converge; donc h (I Ik I) <- 
A / k .  En particulier n IIk I --< 1 quand h (1/n) >-_ A / k ,  ou k >= A / h  (1/n). Posant 

ko = [A/h(1/n)],  on a en majorant l 'exponentielle: 

I S ( n ) l < - ( 1 / n , ( ~ . +  ~ . ) < = 2 a / n h ( 1 / n ) +  ~. Ilkl. 
ko+l k > k  0 

Mais, d'apr~s le choix de ko, k > ko entra~ne I I k l <  1/n; doric puisque h(x) /x  
d6cro~t (concavit6): 

k>ko k>ko  h ( I h l ) = n h ( 1 / n )  , 

I1 en r6sulte que S(n)  = O(nh(1 /n ) )  -~, donc O(e~)  en prenant e~ = 

(nh(1/n)) -~. D'autre  part S ~  0 d'apr~s (b) et S converge vers 0 sur tout Ik donc 

sur V, donc V ne peut 6tre le compl6mentaire d 'un U.. 

Les deux autres faits sont de simples corollaires de ce r6sultat. I1 appara~t que 

la limite de la quantit6 ne .h( l /n)  joue un r61e important pour d6cider de 

l'existence de U(e)  dont le compl6mentaire est de h mesure finie. Nous 

montrons maintenant qu'avec certaines restrictions sur h la r6ciproque est vraie. 

THEOREME 2. Si h est une fonction de Hausdorff telle que 

lim.~o(h ( u )/h ( 2u ) )<  1, si e, est une suite convexe ddcroissante telle que lira he, 
= oo et si nh(1/n)e,  tend vers O, il existe des U(e)  dont le compldmentaire est de 

h-mesure nulle. 
En particulier si en = n -~ (0 < a < 1) il existe des U(e)  dont le compldmentaire 

est de dimension de Hausdorff 1 - ct. 

PREUVE. Revenons aux d6finitions et notations de la d6monstration de 

l 'existence de ferm6s U(e)  de mesure positive, et supposons ~b _-> 0. 

Nous avons vu que II Ck - 1 [[ .~ = E,,,o[ ~(hkn)[ elknf. Supposons hk choisis tels 

que cette quantit6 tende vers 0 quand k --~ ~. Alors le support de Ck est contenu 

dans l 'ouvert h~/k. Soit k~ une suite croissante d'entiers, I..J~>mGk. sera le 

compl6mentaire d 'un U+(e) par d6finition, donc V = f"l,, I..J,>,.Gk~ est le 

compl6mentaire d 'un U(e) ,  r6union d6nombrable de ferm6s U+(e). V e s t  

contenu dans la r6union des intervalles qui constituent les Gk~ pour v > m aussi 

grand que l'on veut. Si li_m kh (hk/k) = 0 on pourra extraire une sous suite k~ telle 

que E,k,h(h~o/k~) converge donc telle que E,~,.----~0 quand m---, o0. 

Or la somme des termes de cette s6rie est pr6cis6ment Eh ([ Ip [) off Ip est un 

recouvrement  de V par des intervalles ouverts arbitrairements petits quand m 
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croft. II en r6sultera donc  que V sera de h mesure  nulle. Le probl$me consiste 

donc  h t rouver  Ak tel que:  

a) quand  k---~oo 

b) l imkh(Ak /k )  = O. 

Pour  simplifier les nota t ions  nous l imiterons la somme  du (a) aux termes  

n > 0 .  

I1 existe une fonct ion H ayant  les m$mes  propri6t6s que h et telle que 

h (x) = 0 (H(x ) )  quand x ~ 0, avec toujours  nH(1 /n )e ,  ~ 0. Nous  supposerons ,  

quit te  h modifier  H e n  dehors  d 'un  voisinage de 0, que H ( u ) / H ( 2 u )  < a < 1. 
Posons h.k = kH-~(1/k); ils satisfont ~ (b); mont rons  qu'ils v6rifient aussi (a). 

Nous  aurons  besoin du lemme suivant dont  la d6mons t ra t ion  est donn6e  h la fin. 

LEMME. II existe une fonction ~ continue et croissante sur [0, + oo[, telle que 

pour tout couple de r~els positifs p, q: qH(1 /p ) .  ~[pH-~(1/q )]>= 1 et telle que 

~ ( x )  = O ( x )  quand x---,oo et ~ ( x ) =  O(x~)  quand x---*O, pour un a > 0 .  

En admet tan t  ce lemme,  (a) devient,  avec n > 0, 

y~ i~(Akn)lek ~ = y~ A* l~(A~n)l~(A~n~, knH(1/kn)ek~ 
.>0 ,>o Akn k H ( 1 / k n ) ~  (Akn)" 

Le num6ra teu r  de l 'expression de droi te  du produi t  tend vers 0 par  hypoth~se 

(nH(1/n)en ---~ 0), un i fo rm6ment  en n > 0 quand  k ---~ oo. Le d6nomina teu r  vaut  

en explicitant AE : k H ( 1 / k n ) ~  (Akn)= k H ( 1 / k n ) .  ~(knH-l(1/k))=> 1 d 'apr~s le 

lemme,  avec p = kn, q = k. Enfin I 'expression de gauche  du produi t  est le te rme 

g6n6ral d ' une  somme  de R iemann  de la fonct ion cont inue  et int6grable 

] (b (x)] ~p (x)/x. D o n c  ~ ,  >o ] ~ (Akn)] ek, ~ 0 quand  k ~ oo ce qui p rouve  le r6gultat. 

PREUVE DU LEMME. On veut  avoir  qH(1/p)~(pH-l(1/q))>= 1, posons  donc  

x = pH-l{ l /q) .  I1 sutiit que:  ~(x)>= H ( x / p ) / H ( 1 / p )  pour  tout  x. Posons  q~(x)= 

supu>o(H(ux)/H(u)).  Ainsi  ~ est croissante. Par convexit6,  pour  x = 1, H ( u x )  <= 

x H ( u )  donc  ~(x)<-<_x pour  x => 1, donc  ~ est finie par tout .  De  plus ~ est 

cont inue  car pour  x - y on a: 

1 < ~ ( x ) / ~ ( y )  = s u p ( n ( u x ) / H ( u ) )  < s u p ( H ( u x ) / H ( u y ) )  = ~ ( x / y )  _-< (x /y ) .  
= s u p ( H ( u y ) / H ( u ) )  = 

Enfin, si ~< x =<�89 ~ ( x " )  = sup[ (H(ux" ) . . .H(ux ) ) / (H(ux" -~ )  ' ' ' H ( u ) ) ]  donc  

�9 ~(x  n ) < - ( r  car ~0(�89 < a  par hypothSse.  Posant  y = x " ,  ~ ( y ) =  

(1 /a )y  -'~ = (1 /a )y  ", a = - Iog2a > 0. 
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REMARQUE. L'hypoth~se faite sur h revient h dire qu'il existe t~ compris 

entre 0 et 1 tel que h ( x ) .  x -~ soit croissante au voisinage de 0. Elle exclut par 

cons6quent les fonctions de Hausdorff tendant vers 0 tr~s lentement, ce qui 

correspond ~ des e. proches de 1/n. 
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